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Анотація. Як правило, для визначення рівня 
освітленості поверхонь від точкових джерел 
користуються досить простою закономірністю 
(законом обернених квадратів) та шаблонними 
правилами побудови падаючих променів. 

Дана закономірність найбільш застосовна 
для ділянок поверхні, що представляють собою 
фрагменти площин (або близькі до площин). 

При цьому, при проектуванні дизайну внут-
рішнього або зовнішнього середовища дуже 
часто зустрічаються предмети та об’єкти, пове-
рхні яких є криволінійними. Водночас із цим, 
одним із основних завдань дизайнерів та  архі-
текторів є забезпечення достатнього рівня осві-
тленості предметів інтер’єрів та екстер’єрів для 
забезпечення достовірності сприйняття їх форм 
та кольорових рішень, а також для досягнення 
необхідного рівня зорового комфорту. Врешті 
решт, у зв’язку з високою складністю та різно-
маніттям просторових форм, фахівцям дово-
диться використовувати для розрахунків, 
пов’язаних із визначенням або перевіркою рів-
ня освітленості, програмні засоби 
комп’ютерного моделювання. В той же час 
інструментальні засоби, що передбачають ручні 
розрахунки стають все менш актуальними. В 
процесі програмної реалізації математичних 
методів та алгоритмів визначення рівня освіт-
леності, стає важливим виключення ймовірнос-
ті допущення розрахункових помилок, 
пов’язаних із нездатністю програмного забез-
печення до логічного мислення та аналізу пе-
решкод на шляху поширення світлових проме-
нів. Зокрема, коли мова йде про аналіз характе-
ру освітленості поверхні від точкового джерела 
(яким можна умовно вважати майже будь-який 
освітлювальних прилад, що рівномірно розсіює 
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світло і розміри якого набагато менші у порів-
нянні з габаритами оточуючих предметів), ви-
являється, що використання закону обернених 
квадратів не дозволяє ідентифікувати зони са-
мозатінення при його програмній реалізації у 
класичній формі без накладання додаткових 
обмежень. Такі обмеження проявляються у 
застосуванні ряду логічних операторів та шаб-
лонних алгоритмів виявлення ділянок падіння 
власної тіні. Для уникнення необхідності роз-
робки відповідних алгоритмів у даному дослі-
дженні пропонується модифікувати форму за-
пису закону обернених квадратів, увівши до 
нього додаткові математичні функції. Ці функ-
ції дозволятимуть автоматично відслідковувати 
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локальний характер зміни кута нахилу дотич-
них до досліджуваних точок освітлюваних по-
верхонь.  

Відповідна модифікація дасть змогу полег-
шити процес програмної реалізації процесу 
відтворення розподілу освітленості по криволі-
нійній поверхні. 

Ключові слова. Освітлювальні прилади; то-
чкове джерело світла; закон обернених квадра-
тів; комп’ютерне моделювання. 

ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМИ 

Як було зазначено вище, закон оберне-
них квадратів у своїй класичній формі за-
пису погано адаптований до програмної 
реалізації в середовищі пакетів 
комп’ютерного чисельного моделювання. 
Це пов’язано в першу чергу з тим, що без 
додаткових програмних алгоритмів на ос-
нові логічних операторів результати побу-
дови поля розподілу освітленості по криво-
лінійній поверхні можуть бути хибними. 

Зокрема, відповідний закон передбачає, 
що в процесі обчислення змінюється поло-
ження досліджуваної точки на поверхні 
освітлюваного об’єкту, а сама поверхня – 
це фрагмент площини. У зв’язку з цим, для 
застосування даного закону будь-яка пове-
рхня повинна бути попередньо дискретизо-
вана шляхом апроксимації або дискретної 
інтерполяції таким чином, щоб її окремі 
фрагменти були представлені плоскими 
опуклими багатокутниками (полігонами). 
Однак, такий підхід не завжди зручний та 
простий в реалізації. Слід зазначити, що в 
окремих випадках процес дискретизації 
призводить до часткової або повної втрати 
диференціальних властивостей початкової 
поверхні-прообразу. А значить і картина 
освітленості може відображатися некорект-
но. Більше того, якщо поверхня представ-
лено дискретним набором фрагментів пло-
щин, то існує ймовірність помилок аналізу 
взаємного розташування кожного із фраг-
ментів та променів світла, в результаті чого 
окремі з цих фрагментів, які мають бути 
затінені іншими (сусідніми) будуть хибно 
освітлені.   

Відтак, адаптація закону обернених ква-
дратів до можливості безпосереднього за-

стосування при аналізі рівня освітленості 
криволінійних поверхонь від точкових 
джерел є актуальною практичною задачею. 

АНАЛІЗ ПОПЕРЕДНІХ ДОСЛІДЖЕНЬ 

У фотометрії та світлотехніці [8, 9, 
12-16, 18-20] значення освітленості у точці 
поверхні, яка розташована перпендикуляр-
но до точкового джерела світла, подається 
вищезгаданою закономірністю – «законом 
обернених квадратів», тобто є обернено 
пропорційним до квадрата відстані l від цієї 
точки до даного джерела з силою світла І. У 
математичній формі цей закон записується 
наступним чином: 

2lIE  . (1) 

Значення освітленості в довільній точці 
плоскої поверхні визначається згідно пері-
одичної закономірності зміни освітленості, 
вираженої за допомогою косинуса кута α 
(між нормаллю, опущеною на площину t 
від джерела світла F, та напрямком поши-
рення променів до досліджуваної точки A) 
[13-15, 18, 19]:  

 cos)(cos 2rIEE , (2) 

де Еα – освітленість в точці A площини t; І – 
сила світла джерела F в напрямку дослі-
джуваної точки A (точки спостереження); 
r – відстань від точки A до джерела світла F 
(див. рис. 1). В даній публікації ми обме-
жимося двовимірними ілюстраціями дослі-
джуваних процесів та закономірностей.  

Рис.1. Ілюстрація закону обернених квадратів 
для освітленості плоскої поверхні. 

Fig.1. Illustration of the law of inverse squares 
for illumination of a flat surface. 
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Окремі питання дослідження побудови 
розподілу освітленості по криволінійній 
поверхні розглянуто в [8, 10, 12, 13, 19]. 
Проте, проведений аналіз показав відсут-
ність рішень поставленої в даній публікації 
проблеми. 

ОСНОВНЕ ДОСЛІДЖЕННЯ 

В подальших викладках для уникнення 
можливих джерел похибок були прийняті 
наступні допущення: розрахункові відстані 
перевищують лінійні розміри джерела світ-
ла більш ніж в 10 разів; поглинання  повіт-
рям нехтується; світло від джерела розпо-
всюджується плавно, розсіювання відсутнє.  

При аналізі рівня освітленості криволі-
нійних поверхонь від точкових джерел за 
певних умов розташування джерела світла 
по відношенню до досліджуваних точок 
можуть виникати похибки обчислень, вна-
слідок наявності неідентифікованих діля-
нок падіння власної тіні. З метою уникнен-
ня необхідності розробки принаймні части-
ни алгоритмів, які б дозволяли визначати 
початки й завершення зон самозатінення, у 
даному дослідженні пропонується модифі-
кувати форму запису класичного множнику 
закону зміни освітленості, якому відповідає 
функція f 1, присутня в тотожності (2) у фо-
рмі відомої тригонометричної функції ко-
синуса: 

 cos1f . (3) 

Для цього виконаємо наступне. 
1. Скористаємося властивістю прямоку-

тних трикутників, згідно з якою сума гост-
рих кутів (α та γ, див. рис. 2) становить π/2:  

2/ , (4) 

звідки виразимо α через γ: 

 2/ . (5) 

Це дозволяє спростити розрахунок кутів, 
оскільки, їх значення можуть бути прості-
ше отримані з рівнянь дотичних t до криво-
лінійної поверхні a (рис. 2).  

Рис.2. Ілюстрація закону обернених квадратів 
для освітленості криволінійної поверх-
ні. 
Позначення: a – досліджувана крива; 
t – площина дотична до кривої a в точ-
ці A; t – площина паралельна до t, що 
проходить через точкове джерело світ-
ла F; n – площина нормальна до t в то-
чці A та до площини, що утворюється 
променем r та його проекцією на t; n – 
площина паралельна до n, що прохо-
дить через точку F. 

Fig.2. Illustration of the law of inverse squares 
for illumination of a curved surface. 
Designation: a – investigated curved 
surface; t – the plane tangent to the sur-
face a at point A; t – the plane parallel to t 
passing through the point light source F; 
n – the plane perpendicular to t at point A 
and to the plane formed by the ray r and 
its projection on t; n – the plane parallel 
to n passing through point F. 

Беручи до уваги тотожність (5), функція 
(3) прийме наступну форму: 

)2/(cos1 f , (6) 

а її графік представлятиме собою графік 
класичного косинуса кута γ, зміщеного на 
π/2 вправо (див. рис. 3).  

2. Побудуємо ще дві додаткові функції
(f2 та f3) від кута γ для адаптації закону обе-
рнених квадратів до програмного застосу-
вання. Метою цих функцій має бути «вирі-
внювання» графіку функції f1 за межами 
області у проміжку значень γ між 0 та π. 
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При цьому значення ординат усіх точок у 
вирівняних областях (поза межами проміж-
ку між 0 та π) має становити 0. Найбільш 
підходящими для виконання поставленої 
мети є так звані сигмоїдальні функції. В 
нашому випадку сигмоїдальним функціям
f2 та f3 пропонується надати класичного та 
модифікованого вигляду відповідно, а саме: 

)1(12
qef  , (7) 

)1(11 )(
3

qdef  , (8) 

де e  2.7182 – основа натурального лога-
рифму; q – невід’ємний коефіцієнт (як 

правило q  1) зі зростанням якого харак-
тер переходу графіка функції через вісь 
ординат стає більш різким; d – величина 
зміщення графіку функції по осі абсцис.  

Зазначимо, що графік функції (8) буду-
ється на основі графіку функції (7), дзерка-
льно відображеного відносно осі ординат і 
зміщеного на величину d по осі абсцис. 
Графіки функцій (7) та (8) представлені на 
рисунках 4 та 5 відповідно. 

Забігаючи наперед, зазначимо, що вели-
чина параметра d має бути прийнята рів-
ною π для того, щоб операція множення 
функцій f2 та f3 давала виділити на множині 
значень γ область [0; π], для якої значення 
функції f2f3 становитимуть 1 (див. рис. 6).

Рис.3. Ілюстрація графіку функції f1. 
Fig.3. Illustration of the graph of the function f1.

Рис.4. Ілюстрація графіку функції f2. 
Fig.4. Illustration of the graph of the function f2.

Рис.5. Ілюстрація графіку функції f3. 
Fig.5. Illustration of the graph of the function f3.
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Рис.6. Ілюстрація графіку функції f2f3. 
Fig.6. Illustration of the graph of the function f2f3.

Рис.7. Ілюстрація графіку функції f1f2f3. 
Fig.7. Illustration of the graph of the function f1f2f3.

3. Замінюємо у формулі (2) функцію ко-
синуса кута α на добуток функцій f1f2f3, в 
результаті чого, отримуємо наступну мо-
дифіковану (адаптовану) форму запису від-
повідного закону: 

321
2 )( fffrIE  , (9) 

або в розгорнутій формі, враховуючи фор-
мули (6) – (8): 

 )2/(cos)( 2rIE
])1(11[])1(1[ )( qdq ee   . 

(10) 

Коефіцієнт q доцільно приймати якомога 
вищим для мінімізації деформування виок-
ремленого в результаті множення функцій 
f1f2f3 фрагменту графіка функції f1 (див. 
рис. 7).  

 Одержана модифікована форма закону 
обернених квадратів дозволяє враховувати 
той факт, що у разі, коли промінь, випуще-
ний з точкового джерела світла до дослі-
джуваної точки криволінійної поверхні, 
зустрічає на своєму шляху перешкоди у 

вигляді інших точок цієї ж поверхні, дослі-
джувана точка просто не може бути освіт-
леною цим променем і являється затіненою 
власною тінню поверхні.  

ВИСНОВКИ І ПЕРСПЕКТИВИ 
ПОДАЛЬШИХ ДОСЛІДЖЕНЬ 

Запропонована адаптація закону оберне-
них квадратів дозволяє автоматично визна-
чати зони самозатінення при програмній 
реалізації без накладання додаткових об-
межень у формі математичних алгоритмів 
із використанням логічних операторів. Від-
повідна модифікація повинна полегшувати 
процес програмної реалізації відтворення 
характеру розподілу освітленості криволі-
нійних поверхонь точковими джерелами 
світла. 

Продемонстровані функціональні допо-
внення дають можливість автоматично від-
слідковувати локальний характер зміни 
кута перетину дотичних до досліджуваних 
точок освітлювальних поверхонь та проме-
нів, що випускають точкові джерела світла 
в напрямку відповідних точок. Якщо такі 
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кути перетину стають від’ємними або пере-
вищують π (180), це свідчить, що відпові-
дний фрагмент поверхні є самозатіненим.  

Це в свою чергу дозволяє виключити з 
процесу програмної реалізації необхідність 
розробки додаткових алгоритмів ідентифі-
кації точок переходу від освітлених до заті-
нених областей поверхонь. 

Враховуючи існуючу складність та різ-
номаніття форм проектування і дизайну, 
запропонована модифікація може стати 
корисним інструментальним засобом реалі-
зації комп’ютерного моделювання освітле-
ності складних поверхонь. 
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Some aspects of determining the level of  
illumination of curved surfaces from point 

sources 

Hanna Kopasova, Volodymyr Skochko, 
Serhii Kozhedub 

Summary. As a rule, to determine the level of 
illumination of surfaces from point sources, a fairly 

simple regularity (the law of inverse squares) and 
template rules for constructing incident rays can be 
used. 

This regularity is most applicable for surface 
areas that are fragments of planes (or fragments 
close to planes). 

At the same time, when developing the design 
of the internal or external environment, objects and 
objects are very often encountered whose surfaces 
are curved. At the same time, one of the main tasks 
of designers and architects is to ensure a sufficient 
level of illumination of interior and exterior items 
to ensure the reliability of the perception of their 
shapes and colors, as well as to achieve the neces-
sary level of visual comfort. In the end, due to the 
high complexity and variety of spatial forms, spe-
cialists have to use computer simulation software 
for calculations related to determining or checking 
the level of illumination. At the same time, tools 
involving manual calculations are becoming less 
and less relevant. In the process of software im-
plementation of mathematical methods and algo-
rithms for determining the level of illumination, it 
becomes important to eliminate the probability of 
making design errors associated with the inability 
of the software to logical thinking and analysis of 
obstacles to the propagation of light rays. In par-
ticular, when it comes to analyzing the nature of 
surface illumination from a point source (which 
can be arbitrarily considered almost any lighting 
device that uniformly scatters light, and whose 
dimensions are much smaller in comparison with 
the dimensions of surrounding objects), it turns out 
that the use of the inverse square law does not al-
low identify self-shadowing zones during its pro-
gram implementation in the classical form without 
imposing additional restrictions. Such restrictions 
are manifested in the application of a number of 
logical operators and template algorithms for iden-
tifying areas of incidence of its own shadow. To 
avoid the need to develop appropriate algorithms, 
this study proposes to modify the notation form of 
the inverse square law by introducing additional 
mathematical functions into it. These functions 
will automatically track the local nature of the 
change in the angle of inclination of the tangents to 
the considered points of the illuminated surfaces. 

The corresponding modification will facilitate 
the process of software implementation of the pro-
cess of reproducing the distribution of illumination 
over a curved surface. 

Keywords. Lighting devices; point source 
of light; inverse square law; computer modelling. 
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