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Анотація. У складних містобудівних ситуа-
ціях, коли новий будинок потрібно вписати у 
існуючу забудову міста не спричинивши погі-
ршення інсоляційного стану існуючих будинків 
і виникає потреба у розрахунках, які дають 
реальну картину по обмеженням для подальшо-
го проектування. При проектуванні у максима-
льно обмежених умовах, є необхідність у збі-
льшенні корисної площі нового будинку. Інсо-
ляційні норми диктують правила які мають 
вплив на проектні роботи у межах міста. Тому 
актуальними є методи, що дають можливість 
покращити проектні умови.  

В задачах інсоляції існують різні методи по-
будови тіньової маски світлопрорізу. Основним 
є метод розрахункової точки. У випадку, коли 
розрахункова тривалість інсоляції визначена 
методом розрахункової точки не відповідає 
нормативним вимогам інсоляції, потрібно зро-
бити розрахунки з використанням перетворен-
ня простору завдяки яким, визначається повна 
трива-лість інсоляції. В цьому випадку розрахо-
вувається максимальний час інсоляції в примі-
щенні.  
Після аналізу існуючої ситуації на ділянці, зро-
зуміло, чи потрібно робити уточнюючий розра-
хунок тривалості інсоляції методом перетво-
рення простору. Якщо в цьому виникає потре-
ба, то цей метод розраховує максимальний 
час інсоляції в приміщенні. Геометричні 
побудови при визначенні тіньових масок 
від світлопрорізів вирішенні. Постає задача 
по автоматизації цих розрахунків. Для цьо-
го запропоновано аналіти чний алгоритм пе-
ретворення простору для різних форм світло-
прорізів. В роботі розглянутий метод перетво-
рення простору на прикладі аналітичного роз 

рахунку побудови тіньових масок світлопрорі-
зів різної конфігурації. Грані світлопрорізів та 
скління мають комбінації із прямих та кривих 
2-го порядку вищих порядків. На основі існую-
чої геометричної моделі перетворення простору 
при розрахунку  повної тривалості інсоляції 
приміщень потрібно автоматизувати побудову 
тіньової маски світлопрорізу для визначення 
розрахунково тривалості інсоляції. Подальші 
дослідження можливі для комп’ютерної візуа-
лізації тіньових масок світлопрорізів для ви-
значення обмежуючого проектного простору 
для нових будинків. 

Ключові слова. Метод перетворення прос-
тору; гранична поверхня інсоляції; огинаючи 
поверхні; інсоляція. 

ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМИ 

При моделюванні інсоляційних процесів 
вирішуються задачі з дотримання нормати-
вної інсоляції приміщень. Розрахунок три-
валості інсоляції відбувається поетапно. На 
початку виконують побудову тіньові маски 
світлопрорізів та затінюючих будівель. По-
тім виконують розрахунок тривалості інсо-
ляції використовуючи сонячну карту. Ос-
новний метод для побудови тіньових масок 
- метод розрахункової точки. У випадку 
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коли розрахунковий час інсоляції не доста-
тній потрібно зробити уточнюючий розра-
хунок методом граничної поверхні. Розра-
хункову точку замінюють граничною пове-
рхнею. За граничну поверхню приймається 
внутрішня поверхня світлопрорізу. При 
подальших побудовах тіньової маски мето-
дом перетворення простору будується ті-
ньова маска для визначення повної трива-
лості інсоляції у приміщенні. Розрахункова 
тривалість інсоляції за цим методом збіль-
шується.  

Побудова тіньової маски від світлопро-
різу виконується завдяки геометричним 
розрахункам. Аналітичне описання цього 
методу необхідне для подальшого його ви-
користання у комп’ютерних програмах. Ці 
програми вирішують питання автоматизації 
процесів розрахунків при проектуванні. 

Методи моделювання виконуються за 
допомогою моделі небесної сфери, на яку 
будуються проекції руху сонця, тіньові ма-
ски світлопрорізів та затінюючих будівель. 
Всі побудови проецюють на горизонтальну 
площину небесної сфери з центром про-
екції у надирі. Побудовані тіньові маски 
накладаються на сонячну карту для ро-
зрахунку тривалості інсоляції та затінення. 

Архітектурні рішення у проектуванні не 
обмежуються простими формами. Розвиток 
нових технологій у будівництві дозволяє 
проектувати багатопараметричні форми 
нових будівель. Вирішення задач інсоляції 
за рахунок геометричних методів ускладня-
ється. Необхідно виконувати розрахунки з 
максимально можливим використанням 
автоматизованих процесів параметричного 
моделювання на основі математичних мо-
делей. 

АНАЛІЗ ПОПЕРЕДНІХ ДОСЛІДЖЕНЬ 

Автоматизовані методи розрахунку при 
вирішення інсоляційних задач в архітектурі 
були запропоновані професором Підгорним 
О.Л. та розвинуті його учнями у вигляді 
геометричних та математичних моделей [1-
3]. Метод моделювання перетворення прос-
тору при розрахунках повної тривалості 
інсоляції приміщень був запропонований 
професором Сергейчуком О.В. [4]. На ос-

нові цього методу виведена математична 
модель побудови тіньової маски граничної 
поверхні прямокутного світлопрорізу [5]. 

У ряді робіт досліджено поверхні, такі як 
конічні, циліндричні поверхні, поверхні 
обертання, трубчаті та каналові поверхні, 
косі лінійчаті поверхні [6-8], розглянуто 
торсові поверхні, як циліндричні так і коні-
чні [9,10]. Розглянуто нові напрямки вико-
ристання геометричних та аналітичних роз-
рахунків в архітектурі [11,12], наведено 
великий перелік аналітичних поверхонь які 
можна використовувати в архітектурі, на-
дано рівняння та приклади побудов [13-17]. 

ОСНОВНЕ ДОСЛІДЖЕННЯ 

На основі сонячних карт для розрахунку 
повної тривалості інсоляції в своїх роботах 
Сергейчук О.В. запропонував [18,19] мо-
дель перетворення простору. За рахунок 
цього перетворення гранична поверхня 
зводиться в точку. Вектори променів, які 
проходять через граничну поверхонь, збері-
гають свої вектори та при зведенні в точку 
ГПІ дають розширену проекцію на небесну 
сферу. ГПІ може мати різноманітні форми. 
Для побудови математичної моделі перет-
ворення простору пропонується розгляд 
певного переліку таких форм.  

Для початку розглядаються декілька 
форм зовнішнього контуру світлопрорізу s 
та граничної поверхні w в їх попарних по-
єднаннях: прямокутник, коло, еліпс, крива 
вищого порядку та замкнуті плоскі фігури з 
їх відрізків. На прикладах граней видно як 
змінюється лінія світлопрорізу під час пе-
ретворення простору відносно рухомої сис-
теми координат, яка перетворює ГПІ у точ-
ку. 

Напишемо загальний математичний ал-
горитм побудови тіньової маски фігури s 
відносно ГПІ w.  

Приймемо початок координат в деякій 
точці О(0,0,0) на контурі w. 

Проведемо пряму ОА, де А(xa,ya,za) на-
лежить контуру s: 

x  xat,
(1)
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Рис.1. Алгоритм побудови світлопрорізу при перетворенні простору: а– модель перетворення прос-
тору, б– модель перетвореного простору з конусом променів інсоляції. 
Умовні позначення (тут і надалі): w1- грань скління, s1 – зовнішній контур, a- траєкторія точ-
ки А при перетворені простору, Ω’ – конус променів в точці А в перетвореному просторі.  

Fig.1. Algorithm for constructing a light open-ing during the transformation of space: а– a model of the 
transformation of space, б– model of the transformed space with a cone insolation rays. 
Symbols (here and below): w1 is the face of the glazing, s1 is the external contour, a- is the trajectory 
of point A in the transformed space, Ω ' is the cone of rays that passes through  trajectory of point A 
in the transformed space. 

Щоб отримати проецюючу лінійчату по-
верхню з центром в початку координат, 
необхідно замінити координати точки А на 
рівняння лінії, яка створюється в результаті 
перетворення простору. Її форма залежить 
від форми контуру w, по якій переміщуєть-
ся рухома система координат. Таким чи-
ном, лінія грані w перетворюється на точку. 

Відповідно, кожна точка контуру s1 від-
носно рухомої системи координат перетво-
рюється на лінію, симетричну контуру w1, 

яка лежить в площині, паралельній площи-
ні грані w. Так, точка А описує пряму, коло, 
еліпс або іншу криву, які відповідають фо-
рмі грані w1. Замінюючи в (1) координати 
А(xa,ya,za) на параметричне рівняння лінії, 
яку описує точка А (2): 

 ,uxxa 

 ,uyya   uzza 

  (2)

отримаємо поверхню, перетин якої з не-
бесною сферою дає на ній проекцію руху 
точки А (3). 
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 ,,tuxx    ,,tuyy 
 tuzz ,

(3)

Вирішення системи рівнянь (3) та рів-
няння сфери: 

2222 Rzyx  (4)

та знаходячи з системи рівнянь t=φ(u), 
отримаємо параметричне рівняння лінії 

перетину проецюючої поверхні та небесної 
сфери: 

x=x(u)·t,  y=y(u)·t, z=z(u)·t (5)

Проекція цієї ліній перетину на площину 
xOy з центром проекції в надирі знаходить-
ся за формулами з [20,21]: 

x’=kx, y’=ky, z’=kz=0, k=- R/(z - R) (6)

Кожна точка грані s1 дає проецюючу по-
верхню та, відповідно, проекцію через на-
дір. Таким чином, ми отримаємо огинаючу 
однопараметричної множини ліній проекції 
на площині xOy, яка буде бажаною лінією 
тіньової маски грані світлопрорізу (рис.1).  

Докладніше рівняння для кожного випа-
дку занесені в Табл. 1. 

Табл. 1. Систематизація форм контурів ГПІ 
Table 1. Systematization of forms of sides LSI* 

Вид граней Складові огинаючих поверхонь 

Світлопроріз s Огинаюча 
однопарамет-

ричної множи-
ни 

Вид Математичний алгоритм 
перетворення простору Cкління w 

П
ря

ма
 s

П
ря

ма
 w Плоских 

пучків 

x  xat,

luxx aa 

nuzz aa 

 









2222

,,

Rzyx
tzztyytluxx aaa

  222
aaa zylux

Rt




 
  



















222

aaa

a

zylux

Rlkxx

  


















222

aaa

a

zylux

Ryy

  


















222

aaa

a

zylux

Rzz
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y = yat,   z = zat

ya y a mu 



П
ря

ма
 s

К
ол

о 
w Конусів 2-го 

порядку 

x  xat,

,cosurxx la 

,sinuryy la  la zz 

   









2222

,sin,cos

Rzyx
tzzturyyturxx lll

    222 sincos lll zuryurx

Rt




 
    



















222 sincos

cos
lll

l

zuryurx

Rurxx

 
    



















222 sincos

sin
lll

l

zuryurx

Ruryy

    


















222 sincos lll

l

zuryurx

Rzz

П
ря

ма
 s

Ел
іп

с 
w

Конусів 2-го 
порядку 

x  xat,
,cosuaxx la  ,sinubyy la 

la zz 

   









2222

,sin,cos

Rzyx
tzztubyytuaxx lll

    222 sincos lll zubyuax

Rt




 
    



















222 sincos

cos
lll

l

zubyuax

Ruaxx

 
    



















222 sincos

sin
lll

l

zubyuax

Rubyy

    


















222 sincos lll

l

zubyuax

Rzz

Табл.1. Продовження / Table 1. Сontinuation 
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П
ря

ма
 s  

К
ри

ва
 в

ищ
ог

о 
по

ря
дк

у 
w

 

Конусів з 
напрямною 

кривою поряд-
ку  

x  xat,
 ,uxxa   ,uyya   uzza 

     









2222

,,,,,
Rzyx

tuzztuyytuxx

     tuztuytux

Rt
,,, 222 



 
      

















tuztuytux

Ruxx
,,, 222

 
      

















tuztuytux

Ruyy
,,, 222

 
      

















tuztuytux

Ruzz
,,, 222

К
ри

ва
 s 

К
ри

ва
 w

 Конусів з 
напрямною 

кривою вищо-
го порядку 

x  xat,
 ,uxxa   ,uyya   uzza 

     









2222

,,,,,
Rzyx

tuzztuyytuxx

     tuztuytux

Rt
,,, 222 
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,,, 222
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tuztuytux
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,,, 222
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К
ол

о 
s 

П
ря

ма
 w

 

Плоских 
пучків 

x  xat,
,cosuaxx la  ,sinubyy la 

la zz 
   









2222

,sin,cos

Rzyx
tzztubyytuaxx lll

    222 sincos lll zubyuax

Rt




 
    



















222 sincos

cos
lll

l

zubyuax

Ruaxx

 
    



















222 sincos

sin
lll

l

zubyuax

Rubyy

    


















222 sincos lll

l

zubyuax

Rzz

Ел
іп

с 
s 

П
ря

ма
 w

 

Плоских 
пучків 

x  xat,
,cosuaxx la  ,sinubyy la 

la zz 
   









2222

,sin,cos

Rzyx
tzztubyytuaxx lll

    222 sincos lll zubyuax

Rt




 
    



















222 sincos

cos
lll

l

zubyuax

Ruaxx

 
    



















222 sincos

sin
lll

l

zubyuax

Rubyy

    


















222 sincos lll

l

zubyuax

Rzz
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К
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 в

ищ
ог

о 
по

ря
дк

у 
s 

П
ря

ма
 w Плоских 

пучків 

x  xat,
,cosuaxx la  ,sinubyy la 

la zz 
   









2222

,sin,cos

Rzyx
tzztubyytuaxx lll

    222 sincos lll zubyuax

Rt




 
    



















222 sincos

cos
lll

l

zubyuax

Ruaxx

 
    



















222 sincos

sin
lll

l

zubyuax

Rubyy

    


















222 sincos lll

l

zubyuax

Rzz

*Limit surface of insolation

ВИСНОВКИ І ПЕРСПЕКТИВИ 
ПОДАЛЬШИХ ДОСЛІДЖЕНЬ 

Отримання рівнянь контурів тіньових 
масок дає можливість вирішити низку задач 
та відкриває широкі перспективі подаль-
ших досліджень. На основі існуючої геоме-
тричної моделі перетворення простору при 
розрахунку  повної тривалості інсоляції 
приміщень розглянуто математичні моделі 
побудови контурів тіньових масок світло-
прорізів різної конфігурації. Запропонова-
ний математичний метод, наглядно показує 
можливості автоматизації побудов тіньових 
масок різних світлопрорізів.  

Дослідження розширеного переліку від-
биваючих поверхонь згідно методу, що ро-
зглядається, дозволить вирішити конкретні 
задачі інсоляції.  

Зазначені методи аналізу побудови ті-
ньових масок від світлопрорізів можна ви-
користовувати для побудови тіньових ма-
сок від затінюючих будинків. Подальші 
дослідження необхідно виконати для авто-
матизації розрахунку тривалості інсоляції у 
годинах методом моделювання математич-
ної моделі перетворення простору . 
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Modeling of a shadow mask of the opening 
by method of transformation of space 

Olga Andropova 

Summary. In complex urban situations, when a 
new building needs to be included in the existing 
city development without causing a negative 
influence on the insolation status of existing 
buildings, and it is necessary to calculate a realistic 
picture of the constraints for further design. When 
designing in the most limited conditions, there is a 
need to increase the useful area of the new 

building. Insolation standards determine rules that 
have an impact on urban design. Therefore, the 
methods that make it possible to improve the 
design conditions are relevant. 

In the problems of insolation, there are different 
methods of constructing a light shadow mask. The 
basic method is a calculation point method. In the 
case when the duration of insolation by the method 
of the calculation point does not meet the 
normative requirements of insolation, it is 
necessary to make calculations of the total duration 
of insolation. This means that in the room it is 
possible to increase the estimated time of 
insolation. 

After analyzing the existing situation of 
insolation of building, it is clear whether it is 
necessary to make a precise calculation of the 
duration of insolation by the method of space 
transformation. If this is necessary, then this 
method calculates the maximum time of insolation 
in the room. 

Geometric constructions in determining shadow 
traces from openings are solved. The task of 
automating these calculations arises. For this 
purpose, an analytical algorithm for the trans-
?ormation of space for various forms of light 
openings is proposed. 

In the paper, the method of space trans-
?ormation is considered on the example of the 
analytical calculation of the construction of 
shadow traces of openings of different confi-
?urations. The edges of the light openings and the 
glazing have combinations of straight lines and 
curves of the 2nd order of higher orders. On the 
basis of the existing geometrical model of space 
transformation, when calculating the total 
insolation time of rooms, it is necessary to 
automate the construction of a shadow traces to 
determine the calculated duration of insolation. 
Further research is possible for computer visua-
?ization of shadow masking light openings to 
determine the limiting design space for new 
buildings. 

Keywords. Method of transformation of space; 
boundary insolation surface; enveloping surfaces; 
insolation. 

_______________________________________________________________________________________

_______________________________________________________________________________________

ЕНЕРГОЕФЕКТИВНІСТЬ В БУДІВНИЦТВІ ТА АРХІТЕКТУРІ. 2019. Випуск 13.

ISSN 2310-0516 (Print) 31

https://www.goodreads.com/author/show/766095.J_rgen_Richter_Gebert

	3

